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A. kúpszeleten fekvő hat pont feltételi egyen-
letének kiilönbözö alakjairól. 
IIUNYADY JENŐTŐL. 
(Előadatott a III-ik osztály ülésén 1875. november 8-án) 
Mais en géométrie, comme en algébre, 
la plupart des idées ditférentes ne sont 
que des trasnformations; etc. 
I. 
(Poinsot: Snr Ja cornpo~ition drs momens 
et la compo~ition des a.ires. Journ. de l'éc. 
polyt. Cah. XIII. p . 189.) 
1. Azon összefüggés, mely a kűpszeletnek hat pontja . 
között létezik, a geometriának következő tételeiben nyert ki-
fejezést. 
A régiektől származó »ad quatuor lineas« czimü pro-
blémában, mely D escartes óta a Pappus-féle problémának 
neveztetik, továbbá a Desargucs-féle, N ewton-Chaslcs-féle, Pas-
cal-Mac-Laurin-Braikcnridge-féle és Carnot-féle tételekben. 
Megjegyzendő, hogy a Chasle~-féle tétel Newton 1) téte-
lét magában foglalja, valamint hogy a Mac-Laurin-Braiken-
ridge-féle tételek tulajdouképen azonosak a Pascal-féle tétel-
lel •) és csak a kimondásban különböznek egymástól. 
1) Pbilosophiae naturalis Principia mathematica. Editio Leseur 
et Jacquier. T. I. p. 208.) (Lásd szintén Newton Enumeratio linearum 
tertii ordinis czímü munkájának a végét, 1mlyben a görbék leirásával 
foglalkozik.) 
') Chasles: f.pergu historique 2. édition, XV. Note p. 336., (6). 
M. 1'. AKAD. ÉRTEK. A MA'fl!El!AT. TUD. KÖRÉBŐL. 1876, l* 
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a) A Pappus-félé ad quatuor lineas problémában a 
következő tétel van kimondva 3): 
»Ha a kűpszeletbe négyszögöt irunk be és a kűpszelet 
tetszés szerinti ötödik pontjából merőlegeseket bocsátunk a 
négyszög négy oldalára, ugy az átellenes oldalpárakra bocsá-
tott merőlegesek szorzatainak viszonya állandó.« 
Ugyanez fog állani, ha _még a kűpszeletben valamely 
hatodik pontot veszün~ fel ; és így a viszonyok állandósága 
miatt az ötödik és hatodik ponthoz tartozó viszonyok egymás 
között egyenlők. 
Ha e viszonyokat tehát egymással egyenlítjük, űgy ezen 
egyenlet azon viszonylatot fejezi ki, melynél fogva a négy-
szögnek négy szögpontja és az ötödik és hatodik pont ugyan-
azon kűpszeleten fekszenek. 
b) A Desargues-féle •) tétel a következő : 
»Ha a kűpszeletbe négyszögöt írunk be, űgy valamely 
teb;zőleges szelő a négyszög négy oldalát és a kűpszeletet hat 
pontban metszi, a mely involutioban van.« 
c) A Ohasles-féle 5) tétel a következő : 
»Ha a kűpszeleten két pontot, a kűpszelet négy pontjá-
val egyenesek által kötünk össze, űgy az első és második 
pontban találkozó négy sugár anharmonikus Tiszonyai egy-
más között egyenlők.« 
d) A Pascal-féle 6) »hexagrammum mysticum (( tétele a 
következő: 
»A kűpszeletbe beírt hatszögben az átellenes oldalak 
3) Chasles: Apergu historique 2 édition, Chapitre I. §. 32„ 
p. 37-39. 
4 ) Oeuvres de Desargues réuuies et analysées par M. Poudra T. I. 
p. 186„ továbbá p. 267. 
5) Lásd Cbasles: Rapport sur les .progrés de la géométrie p. 268„ 
melyben a szerző felemlíti, hogy e tétel általa már 1829-ben a Quetelet-
féle Correspondance matbématiqne et physique czímii folyóiratban 
kimondatott .. 
G) Cbasles: Aperén hist. 2. ed„ Chapitre II. p. 71., §. 17., a hol 
felemlíttetik, hogy Pascal-n8k tP.tele a hexagrammum mysticumról kez-
detét képezi Pascal következő czimű éttekezésének : »E ssai pour l es 
'coniques«, a mely szintén a Bossut által 1779-ben rendezett kiadásábaR a 
Pascal•féle munkáknak megjelent. 
J 
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egymást három pontban metszik, melyek ugyanazon egyenes-
ben fek~zenek.« 
e) Ha a minden algebrai görbére és minden tetszőleges 
sokszögre érvényes Carnot-féle 7) tantételt a kúpszeletre és a 
háromszögre alkalmazzuk, úgy azt ez esetben a következő­
képen mondhatjuk ki: 
»Ha a kúpszelet síkjában vala.mely háromszög adva 
van, úgy ez utóbbi kerületének tetszés szerinti pontjából két-
féle egymássaÍ ellenkező irányban haladhatunk; ha mind a 
két esetben azon metszékek szorzatát képezzük, melyek a há-
romszög oldalain egyrészt a háromszög csúcsai által, másrészt 
pedig az oldalak és a kúp zelct átmetszési pontjai által meg-
határoztatnak, úgy e két szorozmány egymással egyenlő.« 
2. Hogy az előbbi tételek algebrai tulajdonságaival fog-
lalkozhassunk, úgy kell, hogy mindenekelőtt az előbbi téte-
leket algebrailag egyenletek által kifejezzük, a mit elérünk, 
hogy ha a kérdésben forgó hat pontnak az összrendezőit 
i merjük. 
Jelöljük tehát a hat pontot 1, 2, 3, 4, 5 és 6-tal és igy 
az i pontnak homogén viszony-összrenclezőit x,, y;, z,-vel 
( i = 1, 2, 3, 4, 5, 6), úgy ha az i pontot a k ponttal össze-
kötjük, az ik egyenes egyenlete a következő lesz : 
X; y; Zi 
Xk Yk Zk 0 
x y z 
ha .x, y, z a tetszés szerénti pont homogén összrendezőit jelentik. 
Ha továbbá a következő jelölést használjuk: 
Y• Zk - Yk Z; = ~ik l 
Zi Xk - Zk X; = ~lik ••••• (A) 
XiYk - Xk y; = ~ik 
úgy az ik egyenes homogén összrenclezői: 
~ik 1'/ik ~ik• 
7) Géometrie de position, Paris 1808., p. 437. Théor. XXXVIII. 
/ 
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Végre még a következő jelölést használjuk: 
Xi Yi Zi 
Xk Yk Zk = ( i k l) ..... (B) 
X1 y1 Z1 
3. Az a) alatti tételből kiindúlva, kössük össze az 1, 2, 
3 és 4 pontokat rendre egymással, úgy az 1 2, 2 3, 3 4, 4 1 
egyenesek lesznek a kúpszeletbe beírt négyszög oldalai, ezek-
nek az egyenletei pedig a következők: 
X1 Yi Zt 1 X 2 y2 Z2 1 -
X2 y2 Z2 = 0, 1 X3 Y 3 Z3 I = 0. 
x y z , x y z 
X; Y3 Z3 
x. Y• z. = O, 
x y z 
x. Y• Z4 
X1 y1 Z1 = 0. 
x y z 
Ha most az 5 és 6 pontokból merőlegeseket bocsátunk 
a négyrnög oldalaira és azokat az a) alatti tételben leírt mó-
don egymáshoz viszonyítjuk, úgy a B) alatti jelölést szemben 
tartva, a következő egyenletet nyerjük: 
(125) (345) (126) (346) 
(235) (145) = (236) (146)' 
mely -kifejezi, hogy az 1, 2, 3, 4, 5 és 6 pontok ugyanazon 
kúprszeleten fekrnenek. 
Ugyanezen egyenletre jövünk, ha az 1 2 3 4 négyszög 
oldalait az 5 6 egyenessel metszük és a b) alatti Desargues-
féle tétel szerint kifejezzük, hogy az 5, 6, valamint azon pon-
tok, a melyekben az 5 6 átszelő a négyszög négy oldala általa 
metrszetik, involutioban vannak; vagy ha az 5 és 6 pontokat 
az 1, 2, 3, 4 pontokkal összekötjük és Ohasles szerint kifejez-
zük, hogy az 5 és 6 pontokban találkozó négy sugárnak az 
anharmonikus viszonyai egymással egyenlők. 
4. Az 1, 2, 3, 4, 5, 6 pontokból 15-ször lehet négyet 
kiválasztani, négy pont által pedig három egyszerü négyszög 
lévén meghatározva, világos, hogy a hatpont által 45 egy-
szerű négyszög van meghatározva. 
• 
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Ha mind a 45 négyszögre az a) alatti tételt alkalmaz-
zuk, űgy 45 egyenlet által lesz kifejezve azon feltétel, melynél 
fogva hat pont ugyanazon kűpszeleten fekrnik; ámde a 45 
egyenlet közül, melyekre a 45 négyszög vezet, csak 15 egy-
mástól alakban különböző van, mivel a 45 négyszög közül 
három mindég ugyanazon egyenletre vezet, így p. a következő 
négyszögök : 
1234, 1536, 2546 
az előbbi számban nyert feltételi egyenletre vezetnek. 
A következő táblázatban mind a negyvenöt egyszerű 
négyszög h[trmankénti csoportokban van összeállitva, a mint 
azok ugyanazon egyenletre vezetnek. 
1351 l 1235} 1246 l 
1245 I. 1436 II. 1345 III. 
3264 2456 2365 
1236 l 2345} 1456} 
1435 IV. 2645 v. 1253 VI. 
2465 3651 4263 
3456 l 1256 l 1234 l 
3152 VII. 1354 VIII. 1536 IX. 
4162 364 2546 
2435} - 1245 l 1562 l 
2631 x. 1346 XI. 1364 XII. 
4651 2356 5324 
1546\ 1324 l 1326 l 
1243 XIII. 1526 XIV. 1425 xv. 
5263 3546 3465 
Az ezen négyszögcsoportokhoz tartozó egyenletek pedig 
a következők, megjegyzendő, hogy minClen csoporthoz tartozó 
egyenlet ugyanazon arabs számmal van számozva, mint a minő 
római számmal a megfelelő csoport. 
,„ 
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(126) (134) (235) (456)- (123) (146) (256) (345) = 0. „ (1. 
(126) (145) (234) (356) - (124) (156) (236) (345) = 0 ... (2. 
(125) (136) (234) (456)- (123) (156) (245) (346) = 0 ... (3. 
(125) (146) (234) (356)-(124) (156) (235) (346) = 0 ... (4. 
(125) (134) (236) (456)-(123) (145) (256) (346) = 0 ... (5. 
(126) (134) (245) (356)-(124) (136) (256) (345) = 0 ... (6. 
(136) (145) (234) (256)- (134) (156) (236) (245) = 0 ... (7. 
(124) (136) (235) (456)- (123) (146) (245) (356) = 0 ... (8. 
(1::!6) (145) (235) (346) - (125) (146) (236) (345) = 0 ... (9. 
(125) (134) (246) (356)- (124) (135) (256) (346) = 0 ... (10. 
(126) (135) (234) (406)-(123) (156) (246) (345) = 0 ... (11. 
(124) (135) (236) ( 456)- (123) (145) (246) (356) = 0 ... (12. 
(126) (135) (245) (346)-(125) (136) (246) (345) = 0 .•. (13. 
(136) (145) (235) (246)- (135) (146) (236) (245) = 0 ... (14. 
(135) (146) (234) (256)-(134) (156) (235) (246) = 0 ... (15. 
5. Ha továbbá a d) alatti Pascal-féle tétel szerént fejez-
zük ki azon összefüggést, mely a kúpszelet hat pontja között 
létezik, úgy az 1, 2, 3, 4, 5, 6 pontokat rendre egyenesek által 
egymással összekötvén, az 123456 kúpszeletbe beírt hatszö-
göt nyerjük, a melynek oldalai 
12 és 45 
34 » 61 
56 » 23 
és ezeknek homogén összrendezői a 2. szám A) alatti jelölé-
seknél fogva a következők: 
és így azon feltétel, hogy az 123456 hatszög szembenfekvő 
oldalai egymást három pontban metszik, melyek ugyanazon 
egyenesben fekszenek, a következő egyenlet által van ki-
fejezve: 
l/12 s4s - 11!6 s12, s12 ;45 - s.5 ;12, ;12 11.s - ;.5 11i2 1 
l/34 Ss1 - l/01 SH, S34 ;61 - Ss1 ;3,, ;34 1/st - ;61 l/34 = Q 
' l/s 6 S2 3 - l/2 3 Ss 6' S5 6 ;23 - S23 ;;e' ;, 6 l/23 - 1;28 l/5 6 
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a mely az előrebocsátottak szerént egyszersmind azon feltételt 
fejezi ki, hogy az 123456 pontok ugyanazon kűpszeleten fek-
szenek. 
6. Ismeretes, hogy hat pont által hatvan egyszerü hat-
szög van meghatározva és mindegyik hatszögnek szögpontjai 
az 1, 2, 3, 4, 5, 6 pontok lesznek. 
Kössük össze tehát a már nevezett pontokat .egy bizo-
nyos rendben, feltévén, hogy ily módon az iklmnp hatszögöt 
nyerjük, a hol megjegyzendő, hogy iklmnp az 1, 2, 3, 4, 5, 6 
számok felcseréléseinek bizonyos complexióját jelenti. 
L egyenek továbbá az i, le, l, m, n, p pontok homogén 
összrendezői a következők: 
X;' Yi' Z; 
X'k, Yk, Zk 
X1 1 Yt, Zt 
Xm., Ym, Zm 
Xn' y„' z„ 
x„' y„' z„ 
űgy az 
ile és mn 
lm pi 
np lel 
oldalak homogén összrendezői az A) alatti jelölésnél fogva a 
következők lesznek : 
gik , 1/;k, Sik és ;m.n, 1/mn, ~mn 1 
;lm, 1/lm, Stm » gpi' 1J11i' ~pi, 
;,..p, 1/„p, ~'~11 » gkl ' 1/kt , Skl· 
Azon feltételi egyenlet pedig, a mely kifejezi, hogy az 
ilelmnp hatszög szembenfekvő oldalai egymást három pont-
ban metszik, a melyek ugyanazon egyenesben fekszenek, jelen-
leg a következő lesz : 
11;k s,„„ - 11„ ... Sik, Sik g • .,. - sin„ Sik, gik 11,,.„ - g,"" IJik j _ 
1/1111 S11i - 1/pi Slm ' Slm g„i - Spi g,m, g,11, 1Ji,; - gpi 1/t,,,, - 0 ... (16 
11„1' sk1 - 11k1 s„11 , s„„ gkl - sk1 g„„, s„11 11k1 - gkl 11„„ j 
ezen egyenlet által pedig szintén ki v~tn fejezve, hogy az 
1, 2, 3, 4, 5, 6 pontok ugyanazon kúpszeleten fekszenek. 
'T'""'~'-=...,...,„,„_,,,,., .,.,.,~-
"' 
.A mint ezen egyenletben az i, k, l, m, n, p számoknak mindazon értékeket adjuk, a melyek a lehet-
séges hatvan egyszerű hatszöghöz tartoznak, űgy ez egyenletből hatvan alakilag egymástól egészen különböző 
'egyenletre jövünk, a melyek a különböző hatszögökből erednek. 
7. Ha az 1 és 2, 3 és 4, valamint 5 és 6 pontokat egyenesek által kötjük össze, továbbá a 34 és 56, 
56 és 12, 12 és 34 oldalak átmetszési pontjait A, B, C-vel jelölNk, űgy az e) alatti Oarnot-féle tantétel a követ-
kező egyenletben : 
nyer algebrai kifejezést. 
A5 
A3 
A6 
A4 
El 
B5 
B2 
-B6 . 
C3 
Cl 
C4 
C2 
= 1. 
.Az ezen egyenletben előforduló viszonyokat az 1, 2, 3, 4, 5, 6 pontok összrendezői által fejezhetjük ki. 
Bocsássunk e czélból az 1 és 2 pontokból a 34 és 56 oldalakra, a 3 és 4 pontokból az 56 és 12 olda-
lakra, végre pedig az 5 és 6 pontokból az 12 és 34 oldalakra merőlegeseket, űgy az előbbi egyenletben előfor­
duló viszonyokat ezen merőlegesek viszonyai által fejezhetjük ki, ezen merőlegeseket pedig ismét kifejezhetjük 
a kérdéses pontok összrendezői által, mi által a (B) alatti jelölést szemben tartva, az előbbi egyenlet a követ-
kezőbe megy át: 
vagy azt még rendezve : 
(345)(346)(156)(256)(123)(124) 
(356) (456) (125) (126) (134) (234) 1. 
(125)(126) (134)(234) (356) (456) - (123) (124)(156) (256)(345) (346) = 0 .... (17.) 
Megfontolván továbbá, hogy az 1, 2, 3, 4, 5, 6 pontok által nem csak egy oly háromszög van megha-
tározva, melynek oldalai mind a hat ponton keresztül mennek, hanem kétszer annyi három szög, mint a mennyi 
..... 
0 
:!l 
0 
z 
><! 
~ 
..... 
'--< 
·t:'l 
z 
O'-
,• 
' 
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hatszög, úgy belátható, hogy a (1 7) alatti egyenletből a szá-
mok bizonyos felcserélései által még más 119 egymástól ala-
kilag különböző egyenlet következik. A 17) alatti egyenlet 
tehát tulajdonképen 120 egyenletnek a képviselője. 
II. 
8. Az előbbiekben láttuk, hogy azon összefüggés, mely 
a kúpszelet hat pontja között létezik, a Pappus, Desargues és 
Ohasles, valamint a Pascal és Carnot-féle tantételekben 
nyerte geometriai kifejezését. 
Ha ugyanezen tantételeket algebrailag egyenletek által 
fejezzük kir úgy az első b{trom ugyanazon 15 egyenletre 
[(1-(15 alatti egyenletek], a Pascal-féle tétel 60 egyenletre 
[(16 alatti egyenlet], végre pedig a Carnot-féle tétel 120 
egyenletre . [(17 alatti egyenlet] vezetett. Így tehát összesen 
195 egyenletet nyerünk, melyek egymástól alakilag külön-
böznek. 
Az említett 195 egyenletre, melyek mindnyájan ugyan-
azon geometriai feltételt fejezik ki, a geometria vezetett, ha 
tehát az algebra hátramaradni nem akar, úgy kell, hogy tisz-
tán algebrailag mutassuk ki azon összefüggéseket, a melyek 
a 195 egyenletek között léteznek. -
Az említett algebrai összefüggések kipuhatolása képezi 
ez értekezés főfeladatát. 
9. A kérdésben forgó összefüggések felkeresésére a 16) 
alatti egyenletnek bal oldalát LÍ;kt""'" -vel jelöljük és ugyan-
ezen függvény azon különös esetéből indulunk ki, a melyben 
az iklmnp számsor az 123456 complexio által pótoltatik. 
Ennélfogva tehát a következő egyenlet ; 
:~__,.........,...,......_~.-~---= ~;--~-=------.... -~ ...... .....,_ 
\. 
11i 2 s •s - 11.s s12, s1 2 s. s - s.s s12 , s1 2 114s - ;, • 1112 
LÍ1234 56 = 113. s s1 - 1161 s 34 , S34 SG1 - SGt S34' ;34 1161 - s s1 11:14 1 .... (1s. 
l/sG S23 - l/23 Ss6, SsG S23 - S23 S;6 , s s 6 112 3 - s2 3 115 6 
képezi kiindulási pontunkat. 
10. A LÍ1 2345 s determinánsnak az előbbi alakj ától lényegesen különböző alakokat adhatunk ; ezen űj 
alakokat nyerjük, ha a nevezett determinánst bizonyos tényezőkkel szorozzuk. 
Szorozzuk a L/123456 determinánst rendre a következő kilencz determinánssal : 
I
si 2 11t 2 s1 2 
; 3. 1134 63• 1 , 
,;.s l/•s S<5 
1s12 111 2 s 1 2 
1
;34 113 4 63. 
i;Gl 1/61 Ss1 
1s12 111 2 612 j 
1
;2 3 l/2 3 ' 23. ' 
;ss l/5 6 Ss s ! 
/s •5 11.s s45 r 
l
;H l/34 b"< 
; s s l/5 6 S~ s I ' 
; 12 1]12 S12 \ 
; s1 l/s1 Ss1 , 
1Sss IJs s S;G j 1 
:i„ ''" '" 1 ;1 2 l]t 2 61 2
1 :;li 11.s 6,5 iS•s l/ 45 S•s 
1;34 1134 634 , Ss1 l/s1 Ss1 1, · ;34 113. 63. , 1Ss1 l/s1 Süt , 
ls2 3 112 3 s21 SH 1/2 3 S23 ,s 23 112 3 szi js s 6 11s s ss G 
1 
űgy a szorzások eredményei a következők lesznek : 
; 12 l]l 2 612 a i a2 a3 
LÍ123458 ls3. 1134 634 - b1 b2 b3! • •..• (1 9 
S•s l/•s S•s 1 1 1 a 1a2a3 
;-< 
!;.::> 
a 
· ~ 
'1 
:>-
t:I 
-< 
'"" j:j z 
°' 
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;12 1]12 s12 / a1 a2 a3 1 
LÍ123 456 ; 31 l/3 4 ?;3.
1 
b1 b2 b3 1 · „ „ (20. ;'1 1/61 S61 b'1 b'2 b'3 
1 ;12 l/12 s12 \a: 
a2 a3 
d,23456 ;2 3 l/2 3 s23 
, , (21. C1 C2 C3 
1; 56 Sss 
1 
l/s s [C1 C2 e, 
1 ;.5 l/o SH , , , 1 aia2a3 
LÍ12 3456 1;34 l/34 S3• b, b2 b3 I •.... (22. 
Sss 
1 
:;56 l/5 6 C1 C2 C3j 
;12 , l/12 s12 a, 02 a3 
LÍ12 3456 ; 61 l/s 1 S61 b'i b'2 b'3 ..... (23. 
; 5 6 l/s r. S56 le ' C2 C3 
1;:12 l/12 s12 a1 a2 a3 I 
L/12 3456 ; 34 l/34 s34 b, b2 b3 1 ••••• (24. 
. 
;2 3 l/2 3 s23 
, , 
c's I e 1 C2 
\;12 l/1 2 s12 la1 a2 a3 1 
LÍ12 J 45G 1; 61 IJG 1 SG1 /b> 
b'2 b'3 I ..... (25. 
;23 s23 
, 
c'3 I l/2 3 C1 e 2 
,;.; l/4 5 SH 1 , , , 1 aici2a3 
LÍ12 3456 1; 34 l/34 SH t1 b2 b31 · „ „ (26. 
;2 3 s23 
, , , 
l/2 3 C1 C2 C3 
;,5 1/-1 5 S•s J 
1 , , , 1 a1a2a3 
LÍ123456 ; 61 b' b' b' 1 (27. l/o ss1 1 2 31 · .... 
;,6 l/5 6 Ssr, I C1 C2 C3 
a mely kifejezésekben az at a2 a 3 -sal mennyiségek értékei a 
.e következő táblázatban vannal.:: összeállítva: 
~--~--= __ „..,,,~~.,,,.~;;;;;;;~~""'~~,.,,.,,,_-= 
,, 
. ' 
a1 = ;12 (1'12 s.s - 114s s12) + 1112 (s12 ; .5 - s45 ;, 2) + ·su (;1 2 11.s - (.s 1112) = o. 
l: 
';:,1 2 1)12 s12 
á2 = S1 2 (1134 SG1 - 1/o SH) + 1]12 (S34 ; s1 - Ss1 ; 34) + S12 (SH 1/61 - SG1 1/34 ) = SH 1134 s34 
;61 1/s 1 ss1 
s1 2 1/1 2 Si2 
S5G 115 6 SsG a3 = ;12 (1/5s S21 - 1/23 Sss) + 1112 (ssa S23 - S23 ; ss ) + S12 (;ss 1/23 1- S23 IJsG) 
;2 3 l/2 3 s23 
s34 113, S3• 
bi = S3• (1Ji2 siS - 11.s s12) + 1134 (s12 s.5 - S•5 s12) + s34 (s1 2 11.s - ;!5 1h2) s12 1)12 s1 2 
1 ;,5 1/45 s.s 
·b2 = SH (1134 Ss1 - 1Js1 SHJ + 1/H (SH ; 61 - Ss1 SH) + SH (;34 1/s1 - Ss1 1JH) = 0 . 
. S34 1]34 SH 
b3 = SH (11ss S23 - 1/23 Sss) + 1134 (S5s S23 - S2 3 Sss) + SH (;ss 1/2• - S2 3 1Jss)_ = ;ss 1J5s Sss 
;23 112 3 s23 
Ss s 
c1 = SsG (111 2 s;,, - 1]• 5 S12) + 1/ss (s12 S•s - S•s. S12) + Sss (S1 2 1/•s - S•s 1)12 = S12 
SH 
1Js 6 
1)12 
1/45 
Ss G 
s12 
s4s 
,. \' 
....... 
.... 
~ 
Cl 
Z ' 
><: 
~ 
><i 
""" t9
z 
C<' 
( 1 
1 ~. 
,. 
t1\ 
; s 6 1/s 6 Ss 6 
C2 = ;;o (1134 S61 - 1/61 SH ) + 1/; 6 (SH ;" - , 61 ; 3·1) + , 16 c;H l/01 - ;ül 1/3•) = \;H l/H SH 
; 6, 1161 s61 
C3 = ; ;o (1;~6 S2 3 - 1/2 > ' so ) + l/so (Ss6 ;n - S23 ; 56 ) + SH (;se l/2 3 - ; 23 l/sc ) = 0. 
a'1 = ;,s (11i 2 SiS - 11{5 s1 2) + ,,,5 (s1 2 ;;s - S•5 ;, 2) + SH (;12 11.1G - ;.s ,,, 2) = 0 
a'2 = ;!5 (1/H , 61 - 1/61 SH ) + IJ!s (SH ; "' - S61 ; H) + S•5 (;34 l/61 - ; 61 1/3.J. ) = 
a'3 = ;,5 (1/G 6 S23 - l/23 Ss6 ) + l/;5 (Sö6 ;2 3 - Sn ; 16 ) + S;s (;50 l/2 3 - ~23 l/s6 ) 
b'1 = ; 61 (1112 SH - l/45 ,1 2) + 1/61 (,1 2 ;iS - ,45 ;, 2) + , 61 (;12 1/4 5. - ; ,5 1}1 2 = 
;H 
;H 
; 61 
;'5 
; 5 6 
;23 
; G1 
;, 2 
;H 
1/4 5 ~„ 5 
l/34 SH 
1/61 s s1 
... l/H S.•s 
l/s 6 s5 6 
l/2 3 s2 3 
1161 ss1 
1/1 2 s 12 
1/H SH 
b'2 = ; "1 (1/H. ,61 - 1/61 'H) + l/01 (s„ ; 61 - S61 ; H ) + S61 c;S4 1/61 - ; 51 1/34 ) = 0 
; 61 l/s 1 SG1 
7/3 = ; , 1 (11ss S2 3 - IJ2 3 Sss ) + l/61 (S56 ; 23 - S23 ; s6 ) + S61 (;s6 l/2 3 - ; 23 l/ss ) ; 56 l/5 6 Ss6 
;23 112 3 s2 3 1 
\ '--~---~~~~~~-------
I'> 
~ 
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"' 00 
N [zj 
t" 
' [zj 8 [zj 
z 
>rj 
[zj 
P1 
< 
°' lII 
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8 
"' 0 z 
8 
00 
~ 
1--' 
m 
1;23 l/23 sz 3 
/;12 I}! 2 
,12 1 ;.5 1/±3 
''" 
c'1 = /;23 (11i2 'H - 1J;5 ,12) + 1123 (,12 /;.. 5 - ,,; /;12) + 'z3 (/;i2 1/;5 - /;, 5 111~) 
;23 IJz 3 'Z3 
c'2 = /;23 (1/34 'G 1 - l/61 'H) + 1/23 (,34 /;61 - ' s1 /;H) + ,23 (/;H l/s1 - /;61 113„) = ;H 1/H 'H 
;~ 1 1/61 ,61 
c'3 = /;z3 (11ss S23 - l/23 SsG) + l/z 3 {Sso /;23 -- S23 /;ss) + S23 (/;s6 1/z3 - /;n 1/ss) = 0. 
11. A. (19)-(27) alatti egyenletekben előforduló ci, b, e, a', b', e' mennyiségek, melyek maguk is deter-
minánsok, szintén még redukálhatók. 
Ha neveíletesen az az, 1:43, b1, b3, e,, ez, ct'z , a'o, b'i, b'3, e', és c'2 mennyiségeket rendre a következő 
determinánsokkal szorozzuk : 
(126), (123), (345), (234), (456), (156), (345), (456), (126), (156), (123), (234) 
mi által az 'említett mennyiségeknek értékeit a következő alakban nyerjük: 
al = O, 
b, = - (124) (345) 
Ct = (125) (456), 
a',= 0, 
b'i = (126) (145), 
c'i = - (123) (245), 
lt 2 = (126) (134), 
b2 = o, 
C2 = - (156) (346), 
a'2 = - (146) (345), 
b'2 = o, 
c'2 = (136) (234), 
Ct3 = - (123) (256), 
b3 = (234) (356)' 
C3 = Ü, 
a'3 = (235) (456), 
b'3 = - (156) (236)' 
c'3 = 0. 
..... 
(j) . 
ll: 
e: 
z 
,..; 
~ · 
,..; 
"'" t;j 
z 
~ · 
Ha végre az a, b, e, a', b', e' m1mnyiségelrnek ezen értékeit a (19)-(27) alatti egyenletekben helyette-
)!: sítjük és azok el ső tagjaiban előforduló (0) alatti cleterminánsokat rendre a következő determinánsokkal 
8 ~ szorozzuk : 
~ (345), (126), (123), (345), (126), (123), (123), (345), (456), 
~- úgy az egyenlő tényezők elhagyása után a (19)-(27) alatti egyenletek a következőkbe mennek át: 
~ . 
!>-
~ 
... 
:::l 
'1 
~ 
:'3 
8 g 
~ 
o: „ 
~· o; 
°' !" 
..... 
cc 
-1 
e> 
"'° 
LÍ123 w = (126) (134) (235) (456) - (123) (146) t256) (345) ..... (28. 
LÍ123 ;ss = (126)(145 ) (234) (356) - (124)(156)(236) (345) ..... (29. 
LÍm m = (125) (136) (234) (456)- (123) (156) (245) (346) ..... (30. 
LÍ1 2HSti = (125) (146) (234) (356) - (124) (156) (235) (346) ..... (31. 
LÍ123156 = (125) (134) (236) (456) - (123) (145) (256) (346) ..... (32. 
LÍ123 456 = (126) (134) (245) (356) - (124) (136)(256)(345) ..... (33. 
LÍ123 156 = (136)(145)(234) (256) -- (134) (156)(236)(245) . . ... (34. 
LÍ123 m = (124) (136)(235)(456) - (123) (146) (245)(356) ..... (35. 
L/123456 = (126) (145) (235) (346) - (125) (146)(236)(340) : . ... (36 . 
12. Ha továbbá a (16) alatti egyenletben iklmnp helyébe 124365 és 146325 helyettesítünk, úgy' a 
következő egyenleteket nyerjük: 
.LÍ, 243 65 
11i2 s 3s - 113s s 12 , 
l/H ?;. , - IJ, 1 S±3' 
1/s ~ S2s - 1/H Sss , 
s1 2 ; 36 -- s 3s ;12 , ;12 1136 - ; 3 6 11t2 1 
S{3 ~s 1 - Ss1 ; H , ;43 l/51 - ; , , 1/H I = 0 • • · · • (37 . 
Ss s ;H - SH ;Gs 1 ; 65 l}H - ;24 1/tis 
!>-' 
P1 
c::-
'tl 
171 
~ 
trj 
~ 
8 
trj 
'Z 
"i 
trj 
;;1 
< 0: 
::i1 
.,,. 
8 
'ti 
o -
'Z 
8 
171 
.,,. 
t"-3 
f--4 
-.:i 
és 
1 • : ~ ,• 
1)1 4 S32 - 1}32 SH, Su SJ2 - SJ2 Su, SH 1]32 - S32 1)14 
Llu o3 25 = 1 11n ss1 . - 1151 s ,3, . s ,3 s ·.1 - s51 s s3 , ;, 3 1151 - ;il '7• 31 = o ..... (38. 
1 
1)2 5 SH - l}_.s S2 ;, S2s S•G - SH S25, S2s l/ •6 -· S1 G 1)2; 
1 
Ha pedig az ezen egyenletekben előforduló determinánsok közöl az elsőt 
s1 2 1)12 s1 2 sl4 111 • su 
s
43 
l/n s u dP-terminánssal, a másodikat pedig ; , 1 IJ; 1 Ss 1 
-
00, 
;,1 'h1 ss1 s. s 11'" s .s 
' 1 t:Q : 
determinánsok, szorzókra ff)lbontjuk, ' ~ · determinánssal megszoroizuk és e szorzatban az elemeket, melyek ismét 
úgy az egyenlő tényezők elhagyása után találjuk, hogy: 
Á124365 = (125) (136) (234) (456) - (123) (156) (245) (346), 
Áu G325 = (125) (136) (234) (456) - (123) (156) (245) (346), 
és így a (30) alatti egyenletnél fogva: 
L/124 365 = Á12 HSG , , ••• (39. 
LÍ146 , 25 = Á12 345G • •••• (40. 
13. Szorozzuk a (37) alatti egyenletben előforduló determinánst rendre a következő'..i.kel: 
1 S1 2 l/1 2 S1 2 Si G 1)3 6 S3 G SJ G l/3 G S3 6 ' S3 6 1); 6 S3 G 
1 ; .3 l/1 3 S43 ' S43 l/43 Sn ' S43 l/4 3 S< 3 ' Ss1 1)51 Ss1 ' 
\ ~ 1 ~G ~G ~1 ~1 ~1 ~• ~· ~4 ~5 ~ 5 ~5 
;: 
tr 
>< 
~ 
z 
°" 
IL 
_, ~-----~ 
úgy az előbbiekhez hasonló átalakítások segítségével találjuk, hogy : 
LÍ1rn6S = (125) (134) (246) (356) - (124) (135) (256) (346)., .. • (41. 
LÍ124365 = (126) (135 ,! (234) \456) - (123) (156) (246) (345) ..... (42. 
d„43fl5 = (124) (135) (236) (456) - (123) (145) (246) (356) .... . (43. 
LÍ124365 = (126) (135) (24,5) (346) - (125) (136) (246) (345) ..... (44. 
Ha pedig a (38) alatti egyenletben előforduló determinánst rendre a következőkkel szorozzuk meg: 
;14 11u su 1 ;32 11 32 s32 
; 6 3 l/G 3 SG 3 ' • ; i 3 1)6 3 €· 3 
; 32 /)32 S 32 1 ;,6 l/H ;46 
úgy találjuk, hogy 
L/146325 = (136) (145) (235)(246) - (135) (146)(236) (245 ) ..... (45. 
LÍ1 wn = (135) (14fi) (234) (256) - (134) (156) (235) (246) ..... (46. 
Ha végre a (41)-(46) alatti egyenletekben még a (39) és (40) alattiakat is tekintetbe vesszük, úgy a 
következő egyenleteket nyerjük : 
bO . 
* 
d12345G = (125)(134) (246)(356) - (124) (135)(256)(346) ..... (47. 
LÍ123456 = (J 26) (135) (234) (456) - (123) (156) (246) \345) ... .. (48. 
LÍ123 m = (124) (135) (236) (456) - (123) (145) (246) (356) ..... \49. 
L/123456 = (126) (135) (245) (346) - (125) (136) (246) (345) ..... (50. 
L/123456 = (136) (145) (235) (246) - (135) (146) (236) (245) ..... (51. 
L/123456 = (135) (146)(234) (256) - (134)(156) (235)(246) ..... (52. 
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20 HUNYADY JENÖ 
14. (28)-(36), valamint a (47)-(52) egyenletekből ki-
vehetni, hogy a ( 15) alatti egyenletből eredő 
Lf123HG = Ü 
· egyenletet az előbbi számokban tárgyalt transformátiók segít-
ségével olyképen lehet átalakítani, hogy abból az (1)-(15) 
alatti egyenletek, erednek. 
Azon különféle alakok, melyekre a d12Hs6 függvény a 
(28)-(36) és ( 4 7)-(52) alatti egycnleteknél fogva hozható, 
bennünket még továbbá a Ll;khnnp függvények egymás közötti 
összefüggésnek kipuhatolására is képesít. 
Ha t. i. észrevesszük, hogy valahányszor d1 2 ! ~56 két 
számot felcserélünk, űgy a már többször idézett egyenleteknél 
fogva az ez utolsó felcseréléshez tartozó d értéke jegyét 
változtatja. 
Mivel pedig a különböző hatszögökhöz tartozó d-kat, 
LÍ1 2, m-ból két-két mutató felcserélése által nyerjük, úgy az 
előbbiekből következik, hogy 
LÍ;klmnp 
LÍ1 nm -hl vagy ugyanazon előjelű, vagy pedig az előjelben kü-
lönböznek, a miként az 
iklmnp 
complexio, vagy az első, vagy pedig a második osztályzatba 
tarto.zik. 
- Így a különböző hatszögökhöz tartozó d függvények, 
vagy egyenlők egymás között, vagy pedig absolnt egyenlők, 
de előjelben különbözők. 
15. Hátra van még azon összefüggés kipuhatolása, a 
mely a (17) alatti Oarnot-féle egyenlet és a többi egyenletek 
között létezik. 
Induljunk ki e czélból ismét a (18) alatti egyenletből és 
szorozzuk azt a következő determinánssal: 
; 12 l}l 2 ~1 2 1 
; 3 4 l/34 ~3, 1 
; 5 6 l/5 6 ~5 G 
ugy az előbbi jelöléseknél fogva lesz : 
;12 1)1 2 ~12 1 al a2 a3 
,d12 345G ; 34 l/34 ~34 1 b1 b2 b3 
; ; s l/5 6 ~s 5 1 C1 C2 Cs 
vagy ba az a, b, e mennyiségek értékeit helyettesítjük: 
~12 1112 s1 2 
L/12 3 4 5 6 1 ~> 4 l/J4 S H 1 = (125) (126)(134) (234) (356) (456) - (123) (124) (156)(256) (345)(316) .... (53. 
; .; s 115 6 s\6 
a mely egyenlet kimutatja a (16) alatÚ egyenletből eredő 
)/123456 = 0 
egyenlet és a (17) alatti egyenlet közötti összefüggést. 
Hogy ha még a (18) alatti egyenletet a következő determinánssal szorozzuk: 
/ ;,5 'l• 5 S •s 
11 ;Gl l/61 S&l 
~2 3 1}2 3 ~2 3 
úgy a következő egyenletet nyerjük: 
; 15 IJ, 5 S•5 a'1 a'2 a'3 
LÍ1 22.s s ~H 1]61 ~6 1 = b'1 b'2 b'2 
~2 3 1]23 ~2 3 c'1 c'2 c'3 
vagy ha.az a', b', e' mennyiségek értékeit helyettesitjük, lesz: 
~u 11.s s.5 1 
LÍ12 3 45 5 1 ~6 1 l/s 1 S s 1 = (123) (146) (156) (236) (245)(345) - (126)(136) (145) (234) (235)(456) .... (54. 
s2 3 1123 s23 1 
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22 HUNYADY JF.NŐ 
Hasonló módon vezethetjük .d;ktin11p-ből az iklrnnp hat-
szöghöz tartozó Carnot.féle egyenleteket, ha Ll,ktmnp -t azon 
determinánsokkal szorozz;uk, melyek egyrészt az iklrnnp 
hatszög 
ik, lm, np 
oldalak homogén összrendezőiből, másrészt pedig az 
rnn, pi, kl 
oldalak összrendezőiből állanak. 
III. 
Nem mulaszthatjuk el végre felemlíteni, hogy azon fe1-
tÉ'te1t, a mely a kúpszeletnek hat pontja között l étezik, még 
a már felsorolt módokon kivül tisztán algebrailag is nyer-
hetjük. 
Feltéve, hogy a kúpszeletnek az egyenlete a következő: 
a11 x 2 + a22 y 2 + a3 3 z 2 + 2 a23 yz + 2 a13 xz + 2 ai 2 X!f = 0, 
úgy azon feltétel, hogy az 1, 2, 3, 4, 5, 6 pontok közül az i 
pont a kúpszeleten fekszik, a következő egyenlet által van 
kifejezve: 
(i =- 1, 2, 3, 4, 5, 6) 
ha pedig e hat egyenletből, a melyekben az a mennyiségek 
egyméretűen előfordulnak, az utóbb nevezett mennyiségeket 
kiküszöböljük, úgy a következő feltételt nyerjük: 
1 X1 2 Yi 2 Z1 2 y1z1 Z1X1 x 1y1 
X2 2 Y2 2 Z2 2 y2z2 Z2J'2 X2 Y2 
X3 2 y32 Z3 2 Y3Z3 Z3X3 X3Y3 0 (55. 
X:1: 2 Y•2 Z4 2 
..... 
y.z. z.x. x.y. 
Xs 2 ys 2 Z5 2 yszs Z5X5 xs ys 
x62 y s2 Zs 2 y szs ZsXs Xsys 
a mely kifejezi, hogy az 1, 2, 3, 4, 5, 6 pontok ugyanazon 
kíipszeleten fekszenek. 
A KÓl:'SZELE'rEN FEKVÖ_ HAT l:'ON-T SA~. 23 
Ennélfogva kell tehát, hogy ezen egyenlet között1 vala-
mint az (1)-(17) alatti egyenletek között szintén bizonyos 
összefüggések létezzenek, a mely összefüggések kipuhatolása 
pusztán csak az (55) alatti egyenletben előforduló determináns 
átalakításától függ, oly alakokra, a melyek az (1)-17) alatti 
egyenletek első tagjait képezik. 
A nevezett átalakitások még teljesen nem sikerültek, 
de mihelyt sikerülnek, nem fogom elmulasztani abbéli v1zs-
gáltatásaimat a tekintetes Akadémiának bemutatni. 
Pest, 1875. október 6. 

